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Взаимосвязь алгебр языков, представимых 
в отмеченных графах 


В работе рассмотрены основные особенности алгебры языков, представимых в графах с отмеченными 
вершинами. Показано, что класс языков, представимых регулярными выражениями этой алгебры, 
совпадает с классом всех регулярных языков, не содержащих пустого слова. Доказано существование 
изоморфных подалгебр у рассматриваемых алгебр. Получены отображения, позволяющие по регулярным 
выражениям одной алгебры переходить к регулярным выражениям другой алгебры, представляющим тот 
же язык. Показано, что алгебра языков, представимых в графах с отмеченными вершинами, не является 
алгеброй Клини, и между этой алгеброй и алгеброй регулярных языков нет гомоморфизма. 


Введение 


В настоящее время в компьютерных науках широко применяются различные гра- 
фовые структуры, среди которых наиболее изученными являются ориентированные 
графы с отмеченными дугами (конечные автоматы). Данная работа посвящена иссле- 
дованию ориентированных графов с отмеченными вершинами — объекта, в некотором 
смысле двойственного автоматам. Интерес к изучению таких графов вызван тем, что 
в настоящее время существуют актуальные задачи, которые естественным образом пред- 
ставляются в виде графов с отмеченными вершинами. В теоретическом программи- 
ровании такими графами являются блок-схемы программ [1]. В робототехнике графы с 
отмеченными вершинами используются для описания так называемых топологических 
рабочих сред в задачах навигации роботов: задаче самолокализации, то есть отличения 
некоторой вершины известного графа от всех остальных его вершин, и задаче контроля 
карты — отличения графа — эталона от заданного класса графов [2]. В последнее время 
подобные графы под названием «модель Крипке» используются в исследованиях по 
надежности программных систем [3], [4]. 

Широкое использование графов с отмеченными вершинами приводит к необхо- 
димости внимательного изучения их свойств, в частности, свойств представимых в них 
языков. Так, в работах [1], [5] проведена характеризация таких языков. Задача мини- 
мизации числа вершин таких графов с сохранением языков, представимых графами, 
рассматривалась в работе [6]. 

Цель работы — изучение основных свойств алгебры языков, представимых в гра- 
фах с размеченными вершинами. 


Постановка задачи 


Задача данной работы состоит в сравнении структур и выразимости алгебры 
языков, распознаваемых конечными автоматами, и алгебры языков, представимых 
в графах с отмеченными вершинами. 
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Работа имеет следующую структуру: в разделе 1 вводятся основные определения 
и обозначения; в разделе 2 формулируются полученные результаты и приводятся их 
доказательства. 


1 Определения и обозначения 


Назовем графом с отмеченными вершинами четверку С = (О,Е,Х, м), где О - ко- 


нечное множество вершин, 


9) =и, Ес ОхО - множество дуг, Х’ -— конечный алфавит 
отметок вершин, д: О -> Х -— функция отметок вершин. Пусть / < О — множество на- 
чальных, а Е < О — множество финальных вершин графа. Путем в графе С’ будем назы- 
вать конечную последовательность вершин [= 4, 4....4,, где (4,,4,.) ЕЕ, число К-—1 
будем называть длиной пути, 4,- начальная вершина пути, 4, — конечная вершина. 
Пусть Х' — множество всех непустых слов конечной длины в алфавите Х. Элемент 
х= и(а,) и(4.)...и(а,)=хх,..х, е Х* будем называть отметкой пути / в графе С. 
Множество отметок всех путей, начальной вершиной которых является вершина 4,, а 
конечная вершина 4, ЕЁ, назовем языком, порожденным вершиной 4,. Языком, 


порождаемым графом С, назовем отметки всех путей в графе С, начальные вершины 
которых принадлежат множеству /, а конечные — множеству РЁ’. Язык, порождаемый 
графом С’, обозначим [(С). 


Определим на множестве Х” частичную бинарную операцию о склеивания двух 
слов следующим образом: для всех и, и, Е Х" и всехх,уЕ Х 


ухи», если х=у; 


ихо ум, = 
неопределено, в противном случае. 


Рассмотрим алгебру 2 звал) со следующими операциями на языках АВЕО. 


ров = ми или иЕЖ} 
2) Го = {моим ЕЁ и и, ЕД}; 
3 г (Е, где до: И 0 


1=0 


4) рр и" 5 Г! о 
Ре = Илуе, хеХ,юеХ'} Г 


= Ниже, хеХ,меХ"} 


Регулярные выражения в алгебре (2% ВН ) определим рекурсивно сле- 


дующим образом: 
1) © является регулярным выражением, представляющим язык ©; 
2) х и ху являются регулярными выражениями и представляют языки /[(х) = {х} 


и [(ху) = {ху} для всех хуЕХ; 
3) если р и 4 - регулярные выражения, представляющие языки Г(р) и [(4) 
соответственно, то выражения (реа), (ра), (р”) также являются регулярными, 


причем [(роа) = (р)° (4), [(роа)=ЦКр) о Ца), Кр®)=(Щр))°. 
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Обозначим множество всех регулярных выражений алгебры — ‚о, 5,9, ©, Х ) 


через \’, множество всех регулярных выражений алгебры регулярных языков 


(2 на, через \. 


2 Основные особенности алгебры языков, представимых 
в графах с отмеченными вершинами 


Рассматриваемая алгебра — ‚0,49, © Х является замкнутым идемпотентным 


полукольцом [7] с одной дополнительной операцией итерации. Она имеет ряд общих 
свойств с алгеброй регулярных языков (то есть языков, распознаваемых конечными 


автоматами) (2 28,1) [8]. 
Утверждение. Класс языков, представимых регулярными выражениями алгебры 


2х ,0, 5,60, Х }, совпадает с классом всех регулярных языков, не содержащих пустого 


слова. 
Данное утверждение основано на том, что в работе [1] было показано, что любой 
язык, порождаемый графом с отмеченными вершинами, представим регулярным выра- 


жением алгебры р ‚> 5,*,8, 1), а в работе [9] доказывается, что язык порождается 
графом с отмеченными вершинами тогда и только тогда, он представим регулярным вы- 


ражением алгебры О ‚о, 69, © Х | 
Теорема 1. У алгебры т ава, ) есть подалгебры, изоморфные подалгеб- 


рам алгебры регулярных языков и има, А) : 
Доказательство. 
Для любого символа алфавита хе Х рассмотрим множество всех таких языков 
х+ 

ГЕ?” , все слова которых начинаются и заканчиваются этим символом х. Это мно- 


жество языков образует подалгебру [7] алгебры (2% ,5.о,®,2,Х и Особенностью 


всех таких языков будет то, что результат применения к ним операции ® будет 
содержать х, а РоО = © только в том случае, если Р=@ или О=С. 


Каждому такому языку можно поставить в соответствие язык [Е 2 таким 
образом, что для каждого слова \Е Г, в язык [' входит слово и’, полученное из 
слова ис помощью удвоения всех его символов, кроме первого и последнего. При 
этом символу х будет соответствовать пустое слово А. Множество всех таких 


языков [’ образует подалгебру алгебры Я . Из свойств операции алгеб 
р р р 


(27 ,®, 8, х) и — имо, А) следует, что рассмотренное отношение между 


ы 


подалгебрами является изоморфизмом. 
Теорема 2. Существует ОраЖНИЕ ф:\ —> М’, сохраняющее языки, то есть 


для любого регулярного выражения р алгебры (= ол) есть регулярное выра- 


жение р’ =ф(р) алгебры И о, <, ©, ©, х) ‚ для которого 


«Штучний 1нтелект» 42010 455 


5 п Пряничникова Е.А. 


и р), если 4 ® р) 
(р)= ЦКр)- {7}, если дя Г(р). 


Доказательство. 
Рекурсивно определим отношение ф следующим образом: 


1) 9(1) =©; ©(@) =©; 9(х) =х для всех хеЕХ; 

2) если р= рр. , то Ф(р) = Ф(р) 3 Ф(,); 

3) если р=р!- р, то Ф(р) = (р) ° Х’оф(р,) 5 6(р,) °ф(р,) 3 ф(р) ® 6(р.); 

4) если р= р; ‚то ф(р) = (ф(р)° Х°)° о ф(р)). 

Вспомогательное отношение д: \ -> {Х,@} определено следующим образом: 

9(1)=Х; 0(0)=©; 0(х) =@ для всех хЕХ; 

если р=р Ч р», то д(р) = д(р)ы6(р,); 

если р=р-р,, то 0(р) =0(р).6(р.); 

если р=р,,то 9(р)=Х. 

Из определения операций алгебры (2 | 2иы*, 4) [8] следует, что для любого 
регулярного выражения р ‚ если пустое слово принадлежит языку [(р), то (р) =Х, 
в противном случае д(р)=®. 

Покажем, что введенное таким образом отношение ф сохраняет язык при пере- 


ходе от регулярного выражения алгебры (2 2,2, л) к регулярному выражению 


алгебры О 50,5), ©, ©, х) } 

р), если А ® (р) 

[(р)- {Я}, если А ® Пр) ` 

Во втором случае предположим, что утверждение теоремы выполняется для р, ир.: 
Ц р,), если А ® Щр,) Кро), если А ® Щр.) 

[(Ф(р,)) - | и Иф(р,)) =,’ | 
Кр) - {1}, если 4 ® [р,) Кр.) - {7}, если А ® Щр,) 


Тогда Кр)=(р)Цр,) и, следовательно, по определению операций алгебры 


2 ода ®.2,х) 


В первом случае очевидно, что Ё(ф(р)) = 


[(р), если А ® Щр) 
Пр-во РЕ а а О 


что и требовалось доказать. 
Аналогичными рассуждениями можно показать, что в третьем случае также вы- 


р), если А ® Г(р) 
[(р)- {1}, если А е Гр). 
В четвертом случае на основании того, что р =АОрор-Р р-р... 


полняется свойство [(@(р)) = 


используя правила (1-3), получим, что 
Ф(ру) = (Я) о Ф(р) 9 Ф(р,)° Х° °Ф(р) Фр) ° Х° о 6 (р) ° Х° о Ф(р)......= 


= 2\® 
=(ф(р)®Х`) о ф(р). 

Таким образом, отображение ф: \ > \', построенное в доказательстве данной 
теоремы, действительно обладает свойством 
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Кр), если А ® р) а 
КфФ(р)) = для любого ре, что и требовалось доказать.Г 
Кр) - {7}, если 1 ® Цр) 
Теорема 3. Существует такое отображение ф: 5\' > }, что для любого регуляр- 


ного выражения р алгебры (2 ан ) существует регулярное выражение р’=4(р) 


алгебры (2^,- 5,* 8,1) ‚ для которого Ё(р’) = [(р). 

Доказательство. 

Для каждого символа хе Х ведем вспомогательные отношения д. : \' > Я и 
„9: ' >> Я следующим образом: для любого регулярного отношения ре %' 

д. (р)) = {их е [(р),хЕеХ} и [.0(р)) = {ихи Е [(р),хЕХ}. 


Рекурсивно определим эти отношения следующим образом: 
если р=х, хЕХ,то д. (р)=4, ‚0(р)=А; 


если р=у, уЕХ,то д. (р)=@, ‚0(р)=0; 

если р=ху, хе Х*,то ‚б(р)=У; 

если р=ух, ухЕХ”, то б.(р)=ЕУ; 

если р= уд, уе Х*,то д. (р)=,6(р)=©; 

если р=рУр.,то д,(р) = 6,(р) 9 6,(рь), „6(р)=,0(р,6(р); 

если р=И°р, то д.(р) = р °6.(р,))30(р)-и.(рь), „Эр) =. р)® р,—.0(р,)-ц,.(р), 


Х,если хер) 
где у,(р)= 


Определим искомое отношение ф следующим образом: 
1) ©(0) =@; 9(х) =х для всех хЕХ; 

2) если р=р Ур», то ф(р) = Ф(р,) о Ф(р,); 

3) если р= р ор, ‚то Ф(р) = |5, (р,)-х-,6(рь); 


чЕЧ 


4) если р=рг ‚то Ф(р) = (р) Ф(р)ч |6. (р) -х-(6,(,6(р,))-х)'-,5(р). 


хеХ 


©, в противном случае 


Из свойств операции алгебр о оды, ®.2,х) и (2* на... 1) следует, что во 


всех случаях [(Ф(р)) = Г(р). Что и требовалось доказать.! 1 


Наряду с общими чертами, алгебра языков, представимых в графах с 
отмеченными вершинами, существенно отличается от алгебры регулярных языков. Как 


следствие этих особенностей, алгебра (27 ‚о, ®, ©, Х о в отличие от алгебры 


х* > 
(2 ; 6,1) ‚ не является алгеброй Клини (она не удовлетворяет системе аксиом из 


работы [9]). 
Основные отличия рассматриваемой алгебры от алгебр Клини связаны с тем, 
что, в отличие от конкатенации, операция о частичная. Если в алгебре Клини 


р:9 = © только в том случае, когда р =@ или 4 = ©, то в алгебре (2° а®урх) 


легко подобрать примеры, когда это не верно: пусть [(р) = {а}, Г(а) = {са}, тогда 
рэ4=®. 
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Еще одно важное отличие заключается в том, что в алгебре Клини множество 
* 
К всегда содержит пустое слово и является бесконечным для любого А, ав алгебре 


о ` о, ,,®, 9, Х ) можно привести примеры множеств, для которых результат приме- 
нения операции ® будет бесконечным, конечным или пустым множеством: если 
[(р) = {аа}, то [(р®) = {а,аБа, абава......\; если [(р) = {а6\} то [(р®) = {аБ}; если 
р=@,то р’ =@. 

Теорема 4. Не существует отображений алгебры а, ©9,©,Х ) в алгебру 


(27 ча,л) и алгебры (2 жив, в алгебру (27 ‚ъо,®,а,х), которые 


являются гомоморфизмами. 
Доказательство. 
Предположим, что существует некоторый гомоморфизм 


и: (27 о, а, я) 5 (2*` мо,» х). 


Тогда для любых языков Р,ОЕ 2’ выполняется и(Р.О)=и(Р)ои(О), 
у(РоО) =у(Р)зи(О), и(Р°) = (4(Р))°, (0) = 9, и =Х [7. 

По определению операции ® (и(Р))® — (и(Р)» чи(Р)си(Р)оци(Р)\...; по 
определению операции * Р”=ДРОР.Ры..... Следовательно, если и — гомомо- 
рфизм, то и(Р’)=Хои(Р)оц(Р)о\и(Р)ч..., то есть для любого Р должно 
выполняться (у/(Р))° = Х. Но это свойство выполняется не для всех языков, поэтому 
такого гомоморфизма у не существует. 

Предположим, что существует гомоморфизм 


и: и 5 ®,8,Х) > и 2,*,2,л) 

Тогда и(Р›О)=уи(Р)-и(0), и(Р0) = и(Р)ои(О), УР”) = (4(Р)у, и) =©, 
иХ=А. Из того, что и(Р®) = (и(Р))’ следует, что для любого языка Р должно 
ВЫПОЛНЯТЬСЯ СВОЙСТВО и(Р°) =А. Тогда для любого языка О должно выполняться 
и(Р‘’о О) =и(О). Но можно подобрать такие языки Р и О, что Ро О=@, а (О). 


Тогда и(Р’.О)=\(@©)=@. Так как и(0)=@, отношение у не может быть 
гомоморфизмом, что и требовалось доказать. [1 


Выводы 


В работе рассмотрены основные особенности алгебры языков, представимых в 
графах с отмеченными вершинами. Показано, что класс языков, представимых ре- 
гулярными выражениями этой алгебры, совпадает с классом всех регулярных 
языков, не содержащих пустого слова. Доказано существование изоморфных подал- 
гебр у рассматриваемых алгебр. Получены отображения, позволяющие по регуляр- 
ным выражениям одной алгебры переходить к регулярным выражениям другой 
алгебры, представляющим тот же язык. Показано, что алгебра языков, представимых 
в графах с отмеченными вершинами, не является алгеброй Клини, и между этой 
алгеброй и алгеброй регулярных языков нет гомоморфизма. Все полученные резуль- 
таты являются конструктивными. 
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О.0. Пряничникова 

Взаемозв?язок алгебр мов, що можуть бути представлен! в пом чених графах 

У робот! розглянут! основн! особливост! алгебри мов, що можуть бути представлен! в графах з помлченими 
вершинами. Показано, що клас мов, що можуть бути представлен! формулами ще! алгебри, сшвпадае з 
класом всх регулярних мов, що не включають порожнього слова. Отриман! в1дображення, що дозволяють 
переходити в1д формул однЕ! алгебри до формул 1ншо] алгебри 31 збереженням мови. Доведено, що 
алгебра мов, шо можуть бути представлен! в графах з пом1ченими вершинами, не е алгеброю Кл!нь, 1 мж 
ц1ею алгеброю та алгеброю регулярних мов немае гомоморфлзму. 


Е.А. РгуатсйтКоуа 

Веаавопт$рз Вебуееп А1сеБга$ оЁ Гапоцасе$ а сап Бе Вергезещед Бу ГаБ@е4 Сгарв$ 

п 45 рарег \е эвау ап а|оебга оРЛапеиазез фа сап Бе гергезещеа Бу уецех-1абее4 отарВз. \!е ез@аЪ $ зоте 
пе\и г@аноп$Ырз Бебмееп #15 а]оебга ап Фе асебга оЁтезцаг 1апоиаоез. | 15 ргоуе фай Фезе зи Фе4 а1еебгаз 
Бауе 1зотогрс заб а|еебгаз. \!е зВо\’ ШаЕ # 15 а№ауз розз1Ые №ю Чапзюгт геоШаг ехргеззюп оЁ Кеепе 
а]оебга шю а тезаг ехргезз1оп оЁ а|оебтга оЁЛапгиасез Фа сап Бе гергеземе4 Бу уецех-аБбее4 этарб$ улфоц 
свапешс 1$ 1апепасе. [ 15 зВо\’п фай а|себга оЁ |апопазез фай сап Бе гергезещеа Бу уецех-1абе]е4 отар|$ 15 пой 
Фе КМеепе а[зеБга. 


Статья поступила в редакцию 02.07.2010. 
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